Calki niewlasciwe

Definiujac catke oznaczong zaktadaliSmy, ze przedziat catkowania jest skonczony oraz, ze funkcja
podcatkowa jest ograniczona w tym przedziale. Przejdziemy teraz do omoéwienia catek, dla ktorych
przynajmniej jeden z tych warunkow nie jest spelniony. Wyrdznimy tutaj dwa rodzaje tego typu catek:
catki niewlasciwe funkcji nieograniczonej oraz calki niewltasciwe w przedziale nieograniczonym.
Calki niewlasciwe funkcji nieograniczonej

Niech funkcja y = f(x)bedzie ograniczona i catkowalna w przedziale <a ,b), lecz nieograniczona w
lewostronnym sgsiedztwie punktu b.

Definicja. Granice lewostronng (skonczong lub niewlasciwa)
t
lim f f(x)dx
t—b~
nazywamy catkq niewlasciwg funkcji f w przedziale <a ,b).
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Rys. 21. Ilustracja pojecia catki niewtasciwej funkcji nieograniczonej
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Mozemy zatem zapisac
t
(17) ? £ (x)dx = lim f F(x)dx.
s

Punkt b5 nazywaé bedziemy punktem osobliwym funkcji f, czyli jest to taki punkt, w sgsiedztwie
ktorego dana funkcja jest nieograniczona. Aby w powyzszym zapisie podkresli¢, ze punkt b jest
punktem osobliwym funkcji podcatkowej (i w pewien sposob odrézni¢ catki niewlasciwe od catek
oznaczonych), to zostal on umieszczony w kotku.

Analogicznie postepujemy, gdy punkt a (dolna granica catkowania) jest punktem osobliwym funkcji
f. Zapiszmy krotko

b b
(18) f f(x)dx = lim f f(x)dx.
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Moze si¢ zdarzy¢, ze obie granice catkowania (i tylko one) sa punktami osobliwymi funkcji f.
Wowczas w przedziale (a,b) obieramy dowolnie punkt c¢ i zapisujemy:

?f(x)dx = ff(x)dx +?f(x)dx.
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Obie catki wiemy juz jak obliczy¢.
Jezeli natomiast jedynie punkt ¢ znajdujacy si¢ wewnatrz przedziatu <a,b> jest punktem osobliwym
funkcji f, wowczas dang catke obliczamy nastepujaco:

b b
ff(x)dx = ?f(x)dx +z£f(x)dx.
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Uwaga. Jezeli istnieje skonczona granica okre$lajaca catke niewlasciwa, to catke taka nazywamy
zbiezng. W przeciwnym przypadku mamy do czynienia z catkg rozbiezng.
Przyklad. Obliczy¢ catki:
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Rozwiazanie.

a) Aby znalez¢ punkty osobliwe funkcji f* wyznaczamy najpierw jej dziedzing:
D, =R, \{1} (sprawdzenie tego faktu pozostawiamy Czytelnikowi). Zatem niewlasciwo$¢ tej

calki zwigzana jest z jej dolng granica calkowania. Obliczmy najpierw catke nieoznaczong
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Stad, stosujac wzor (18) otrzymamy:
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b) W tym przyktadzie D, =R\{l}, czyli punktem osobliwym funkcji podcatkowej jest x
Calkujac przez podstawienie obliczamy
—1=t _2
* :fi:ft sar =331+ C=3Yx—1+C.
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Stosujac wzor (17) otrzymamy:

?%/(7 = hmf\/(i = 11m[3\/—1} = 11m(3\/:_|_3):
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Calki niewlasciwe w przedziale nieograniczonym
Niech funkcja y= f(x) bedzie okreslona i ciggta w przedziale nieskonczonym <a, —|—oo) .

Definicja. Granice (skonczong lub niewtasciwg)
t
lim f F(x)dx
t—+00

nazywamy catkq niewtasciwg funkcji f w granicach od a do +oc.
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Rys. 22. Tlustracja pojecia calki niewlasciwej w przedziale nieograniczonym

Zapisujemy
+00 t
(19) f f(x)dx= lim f f(x)dx .
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Analogicznie definiujemy catke
b b
(20) f f(x)dx= lim f f(x)dx.
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Mozna réwniez rozwazac catki w przedziale (—oo,+ 00), wtedy
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gdzie ¢ jest dowolnie wybrang liczba rzeczywists.

Przyklad. Obliczy¢ cafki:
0

2) T% b) fx4):_1dx, ¢ ze“dx.

Rozwiazanie.
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b) Obliczamy najpierw catke nieoznaczong
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Stad, ze wzoru (20):
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Zadania do samodzielnego rozwigzania
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